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介绍
露天矿的战略矿业规划问题包括确定开采顺序以及对矿床
中的岩块加以利用，以实现目标最大化。矿床采用 3D 区
块模型进行表达，每个区块都有自己的属性，如品位、吨
数、开采排放和利润等。区块之间存在优先级关系，以捕
获边坡约束。区块模型被投影到多个时段，以捕获与时间
相关的成本和约束，如单位时段的采矿能力等。问题的目
标是在约束集内，最大限度地挖掘和处理每个区块产生的
折现现金流。

战略矿业规划对采矿作业的整体盈利能力影响最大[10]。
此外，优化战略矿业规划是降低采矿环境和可持续发展成
本最有效的方法之一。

为了解决这一复杂问题，采矿工程团队将利用他们的技能
和经验，以及强大的矿业规划优化工具来构建该问题的解
决方案。

这类工具具备两大重要功能：

•	 生成最优/可证明接近最优的解决方案

•	 快速执行时间

快速生成优质解决方案可允许采矿工程师探索多个不同的
场景和工作顺序，从而获得更出色的整体效果并降低风
险。

有待解决的基本调度问题是个庞大且复杂的问题。区块模
型可能由数百万个区块组成，每个区块都有数十或数百个
优先级关系，用于指定边坡要求。此外，还存在其他约
束，如采矿能力、最低设备利用率和单位时段的品味约束
等。

解决这些问题的传统方法是利用 Lerchs-Grossmann 算法[13]或 
Pseudoflow 算法[9]解决最终矿井极限问题（UPIT）。UPIT 问
题只考虑区块之间的优先级关系，不直接考虑资金的时间价
值和其他约束。其他因素随后通过启发式算法以迭代方式进
行添加。请注意，这些启发式算法既无法确保找到最优解决
方案，也无法提供解决方案质量的估计值。

从整体上考虑问题的更出色解决方案有望为采矿工程团队提
供更高质量的解决方案。可以明确包含配矿规范等的复杂约
束，而使用近似方法往往无法非常妥善地处理这些约束。

可以使用混合整数线性规划（MILP）对矿山运营寿命进行
建模。其核心理念是为单位时段的每个区块分配一个[0,1]
变量，然后利用区块集的时间和空间属性来表述问题。

使用这种建模范式有很多优势：

•	 建模是整体性的。

•	 可以使用严格的数学方法来求解问题，以达到最优或可
证明接近最优解。

•	 MILP 是一种全局优化方法。与启发式算法相比，全局优
化方法可以实现超过 10% 的利润增长，所包含的项目研
究也证明了这一点。

•	 全局优化方法往往能解决简单近似方法无法解决的复杂
问题。

直到最近，由于商业 MILP 解决方案软件包的功能有限， 
因此可以解决的问题的规模也是有限的。Biens tock-
Zuckerberg (BZ) 算法是近年来取得的新进展，其使问题的
规模和/或求解时间有了质的飞跃。BZ 算法并不直接求解
MILP，而是求解更简单的线性规划（LP）问题。LP 解是近
似方法或求解整个 MILP 的绝佳起点。

直至今天，如果不参阅数学优化论文和报告，就无法轻松地
理解 BZ 算法。在这篇论文中，我们不仅会提供关于该算法
的通俗易懂的描述，还会介绍我们在该领域的研究成果。

GEOVIA 研发团队利用 BZ 算法创建了一个新的矿业规划优
化引擎，即 GEOVIA Mine Maximizer (GMX)。GMX 是由
3DEXPERIENCE 平台上的 GEOVIA Strategic Mine Planner 和 
GEOVIA Pit Optimizer 角色提供独家支持的解决方案引擎。
自 2010 年推出以来，得益于一系列的加速方法，BZ 算法得
到显著改进。此外，我们还提供了关于 GMX 中使用的加速
方法的易于理解的详细信息，这些信息来自我们作者和其他
作者的研究成果。
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图片 1：Strategic Mine Planner 和 Pit Optimizer 角色中包含的矿业优化应用程序快照 

这篇论文的主要目标之一是展示与使用商业软件包建立和
求解 MILP 相比，这种方法所具备的优势。这些优势包括：

•	 解决问题的速度快了几个数量级。

•	 	求解的问题无需近似（如逐期求解或使用滑动时间窗口
等），而是可以整体解决。

•	 由于求解器功能更强大，因此可以解决规模更大的问题。

我们可提供标准 Minelib 文献问题集[7]的结果，将其与
Whittle 中的 GEOVIA Simultaneous Optimizer 角色中使用
的 Prober B 引擎进行比较，从而展示我们的工作质量。对
本篇论文进行一下总结，我们主要介绍了这项工作如何与
GEOVIA 矿业规划工具集进行整合，并讨论了我们工作的未
来发展方向。

在接下来的章节中，我们将区块视为一个单一的调度单
元，区块之间存在优先级关系，以捕获岩土约束。此外，
工程师还可以预先设计采矿工作台和采矿面板，规定在开
始开采下一组矿块之前，必须完全开采完一组矿块。我们
将这两种情况都建模为待开采的矿仓，矿仓是群集分组的
一部分。矿块问题可视为只包含一个矿仓的集群问题，因
此我们在工作说明中没有区分这些情况，而是创建了一个
解决方案来解决所有问题。

战略矿业规划的一般 MILP 方法
的局限性
解决战略矿业规划问题的主要难点在于问题的规模。问题的
变量的数量与矿仓数 x 时段数 x 目的地数成正比。此外，
必须满足的单位时段边坡约束也数以百万计。除了规模较小
的问题外，这种公式对于商业 MILP 软件包来说是难以处理
的。由于内存限制，通常无法加载公式，求解时间也长得惊
人[15]。

可以缩小问题规模，以便使用商业软件包进行求解。可以汇
总各区块，或逐期求解，或使用滑动时间窗口进行求解。尽
管采取这些步骤可能意味着可以生成解决方案，但过多的汇
总可能会导致净现值（NPV）下降 20%-30%[19]。在迭代
过程中只考虑一小部分时段是一种目光短浅的行为，即前期
规划未考虑后续因素。这可能会导致净现值进一步下降，或
者无法找到复杂问题的解决方案。

理想情况下，我们希望最大限度地减少使用这些缩小规模的
方法，但如何才能解决这些规模较大的问题呢？请注意，商
业 MILP 软件包对基本问题并不是很了解。无论是护士轮班
调度、船舶调度还是战略矿业规划，所有这些问题都采用类
似的解决策略。BZ 算法的有效性来自于对特定战略矿业规
划问题结构有一定的了解，并在算法开发过程中加以利用。
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BZ 算法
BZ 算法最初由 Beinstock 和 Zuckerberg 于 2009-2010 年提出，是一种用于解决较简单的线性规划（LP）问题的拉格
朗日分解方法，是解决 MILP 的重要步骤。

该算法通过将公式的约束集分解为两部分，可高效地利用采矿问题结构的优势：

•	 优先级约束集

•	 一小部分硬约束集

优先级约束是指要求一件事在另一件事之前发生的约束。它们包括每个时段的边坡约束，以及如果某件事情在某一时段
之前发生，那么它也会在下一个时段之前发生的约束。

硬约束是更常用的采矿约束。硬约束包括单位时段处理的最大矿石量、最大开采吨数以及单位时段最低品位等的约束。

图1对该算法进行了总结。

简化分区集优化分区集

新的解决方案

图 1：算法概要模式

以下观测结果有助于理解算法：

定价子问题（Pseudoflow） 
•	 使用 Pseudoflow 算法 [9]，可以将仅有优先级约束的问题

作为网络流问题进行高效解决。

•	 如果使用拉格朗日松弛法将硬约束纳入相关目标，那么这
个问题（定价子问题）就会产生求解目标的上限。

LP 主问题 
•	 可以使用变量分区而不是单个变量本身来表述相关问

题。仅将变量分配给一个分区。分区的分配必须使问题
有可行解。如果没有掌握初始可行分配，则可以使用人
工变量。

•	 借助分区，线性规划（LP 主问题）的解可以得到下一个
定价子问题所需的拉格朗日乘数。

•	 当前迭代中的变量分区包含上一次迭代的分区，这意味着
LP 主问题的目标函数值是不递减的。

•	 LP 主问题产生了求解目标的下限。

定价子问题 
（PseudoFlow）

优化流程 
（集合操作）

LP 主问题 
（LP 求解器）
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优化流程（集合操作）
•	 定价子问题的解用于创建下一个分区集，具体总结如图 2 所示。

•	 通过合并在上一次迭代中具有相同解值的分区，可以定期简化分区集。这样可以保持较少的分区数量。

该算法一直进行到 LP 主问题和定价子问题的解收敛为止。

我们在图 2 中对优化流程进行了总结。

将原始分区集与定价子问题中新的 Pseudoflow 解决方案进行比较，以创建相交（Intersection）、不相交（Prior）的分区
集，以及在 Pseudoflow 解决方案中但不在原始分区集中的变量集（New）。

图 2：优化流程模式

迭代 k

迭代 k+1

原始分区 Pseudoflow 解决方案

Prior Intersection New

运行时特性
BZ 算法可以高效地解决矿业规划问题的 LP 表述。为了证明这种效率，我们对文献问题 KD 的结果进行了比较，也就是使用
BZ 算法和商业求解器来求解 LP 的结果。KD 是一个具有 14,153 个矿块的铜矿，其中 12,154 个出现在最终矿井中，需要在 
12 个时段内进行规划。每个矿块可前往两个目的地，分别作为矿石或废料进行处理。

使用 Simplex 或 Barrier 算法求解 LP 的商用 MILP 软件包，可在 4,710 秒内完成 LP 问题的求解。借助我们最新的 GMX 实
现，我们只需 2.6 秒就能解决 LP 问题，速度提高了 1,811 倍！

接下来，我们将详细介绍我们用来加速原始算法的方法，包括文献中的方法以及我们自己的方法。
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BZ 算法加速
关于文献中的众多加速方法，我们可以参阅 Muñoz 等人的
论文[16]。我们的工作包括了这些成果以及产生快速结果的
新工作。整体而言，与 2010 年论文[2]中算法的原始实现
相比，我们在九个标准 Minelib 文献测试问题上的总运行时
间锐减了 87 倍。

用于加速 BZ 算法的方法总结如下：

预处理
UPIT：我们首先求解最终矿井的极限问题，然后对解决方
案区块进行调度。事实证明，这一步骤不会降低求解的最优
性[3]，而且往往能显著缩小所考虑问题的规模。

减少浪费：可以排除那些永远不会被加工为矿石的废矿块的
可能目的地。如果在吨位和利润方面无利可图，则不将该废
块作为矿石进行处理。

尽早开始：考虑开采约束能力，确定一个集群的最早移除
时间。我们利用这些最早开始时间，通过移除 LP 主问题中
的变量和 Pseudoflow 问题中不必要的节点，来强化问题表
述。

定价子问题（Pseudoflow） 
BZ 算法的大部分工作是解决定价子问题，其中包括使用
Pseudoflow 算法解决网络流问题。在测试问题 KD 中，解
决 Pseudoflow 问题占我们实现工作的 56%。  

Mineflow: 就我们的目的而言，我们在 Deutsch、Dağdelen
和 Johnson [6]的最新研究成果基础上创建了一个新的快速
Pseudoflow 解算引擎。通过专门针对最终矿井极限问题定
制算法，Mineflow 显示出比原始 Pseudoflow 引擎更快的
速度。

热启动： 正如 Hochbaum [9] 所概述的那样，Pseudoflow
算法可以使用存储为规范化树的前一个解进行热启动。在我
们的工作中，当从一次迭代到下一次迭代的解预计相似时，
我们就会热启动 Pseudoflow 算法。只要最优性差距低于容
差，我们就认为解决方案是相似的。

路径收缩：有待解决的 Pseudoflow 问题只包含优先级约束
和硬约束，这些约束用于修改从一个迭代到下一个迭代的目
标。在一个时段内，一个集群矿仓的每个目的地只依赖于该
矿仓的其他目的地，事实上，它们形成了一个链条。根据
Muñoz 等人的研究成果[16]，对于一组给定的拉格朗日乘
数法，可以对每个时段的这些矿仓目的地进行预处理，以确
定如果该矿仓在该时段内被移除，其最佳目的地是哪里。然
后，利用优先级关系，可将每个时段的矿仓目的地节点收缩
为一个集群，从而显著减少待解 Pseudoflow 问题的规模。

LP 主问题 

在 BZ 算法的每次迭代中，都会创建并解决一个小型 LP 问
题。在我们的实现中，我们使用了问题的“By”表述，我们
发现这种表述比“At”问题表述更为可取。

LP 创建：我们从最后一个时段到第一个时段，从一个矿仓
的最后一个目的地到第一个目的地创建 LP。这样可以减少
工作量，因为我们深知，如果一个变量在一个实例中没有进
行定义，那么根据优先级约束的链式属性，其也不会在前一
个实例中进行定义。此外，我们还会跟踪已添加到 LP 中的
约束，以避免重复。

热启动： 由于分区的优化方式，我们借鉴了 Muñoz 等人的
研究成果[16]，将初始分区值设为上一次迭代中的值，并将
新的分区值设为零。

优化流程（集合操作）
初始分区：一个良好的初始可行解可提供一个出色的初始分
区集，从而大幅减少 BZ 的迭代次数。我们使用一种新的启
发式方法来初始化分区集，这种方法也包含在我们的方案
中，可以减少 BZ 的迭代次数。

计算：每个分区都存储为一个未排序的标识符列表。此外，
我们还存储了标识符与所属分区的映射，且保持时效。通过
将 Pseudoflow 解决方案与这些数据结构结合使用，可以高
效地确定从一次迭代到下一次迭代的分区。
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收敛
我们采用一种新的专有方案来显著减少 BZ 的迭代次数。图表 1 举例说明了这种方法的有效性。对于最大的 Minelib [7] 文献
问题，麦克劳夫林（McLaughlin）问题，使用我们实现的原始 BZ 算法的迭代次数为 79 次，而新版本则锐减至 16 次。值得
注意的是，最优性差距从一次迭代到下一次迭代的变化率，重点强调了更快的收敛速度和更快的运行时间。

图表 1：麦克劳夫林（McLaughlin）问题解法的收敛性比较

堆料
矿堆具有固有的非线性特性。堆放矿石的品位是已知的，但一旦从矿堆中移除一定数量的矿石，然后再在其上堆放其他矿
石，矿堆的平均品位就会变成一个非线性函数。尽管可以创建非线性模型来代表矿堆，但事实证明，除了小规模的问题外，
这些模型还是很难进行处理的[14]。

为了利用线性约束建立矿堆模型，我们借鉴了 Moreno 等人最近的研究成果[14]。在这里，我们指定了每期移除的矿石的平
均品位，并新增了一些约束，以确保前几个时段堆放的矿石的平均品位至少达到指定值。由于堆放品味更高的矿石可能比原
有矿堆所产生的利润更低，因此，在解决方案中，对于两种不同品位的矿石要进行匹配。

尽管这种建模方法很常用，但我们发现 Moreno 等人[14]的求解程序也能得出很不错的结果。
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表 1：Minelib 问题的 GMX 结果 

数据 区块 时段 目的地 优先级 上限 可行解 差距 文献差距 BZ 迭代 BZ 运行时间
（秒）

marvin 53,271 20 2 650,631 911,481,083 902,165,755 1.02% 0.79% 17 4.7

kd 14,153 12 2 219,778 410,891,357 409,983,459 0.22% 0.38% 12 2.6

mcLaughlin 2,140,342 20 2 73,143,770 1,512,972,410 1,511,711,920 0.08% 0.07% 16 175.2

mcLaughlin_
limit

112,687 15 2 3,035,483 1,324,830,265 1,323,162,078 0.13% 0.24% 15 66.7

newman 1,060 6 2 3,922 24,308,812 23,836,969 1.94% 1.27% 8 0.1

sm2 99,014 30 2 96,642 1,652,395,004 1,650,615,684 0.11% 0.09% 17 11.5

zuck_large 96,821 30 2 1,053,105 57,938,839 57,735,892 0.35% 1.04% 12 73.6

zuck_medium 29,277 15 2 1,271,207 748,151,214 722,733,896 3.40% 3.00% 15 19.1

zuck_small 9,400 20 2 145,640 905,544,538 894,913,722 1.17% 0.07% 20 6.9

将最优性差距（Gap）与最佳文献结果（Literature Gap）进行比较，我们注意到在每种情况下都能生成最佳/接近最佳的解
决方案。此外，生成一个解决方案的最长运行时间不足 5 分半钟。最后，我们的结果与专门的元启发式方法的结果相比非常
有利，后者可能需要数小时才能运行。

计算结果
表 1 报告了九个Minelib文献问题[7]的结果。Minelib 问题是各种规模的直接区块调度（DBS）问题，最多有两个处理或开
采能力约束。所有测试运行都是在标准的联想 ThinkPad P53 笔记本电脑上完成的，该笔记本电脑配备第 9 代 i7 CPU、6 
核、运行频率为2.6 Ghz、内存容量为 32 GB。下限来自 LP 主问题的求解，上限来自定价子问题的求解。如果最优性差距
（1.0-下限/上限）最多为 10-6，那么我们就可以说BZ算法已经收敛。在最后两列中报告迭代次数和完成这项工作所需
的时间（以秒为单位）。

一旦解决了 LP 问题，我们就会运行 TopoSort 启发式算法以及优化-目的地启发式算法[17]的十种变量，以创建接近最优的
解决方案。这些启发式方法的总运行时间很短，平均不到一分钟就能完成。
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多维场景设计
GEOVIA 最近实施了多个解决方案，以改进露天矿战略规划工
作流程。GMX 是由 3DEXPERIENCE 平台上的GEOVIA Strategic 
Mine Planner 和 GEOVIA Pit Optimizer角色提供支持的解决方
案引擎。除了作为单一真实数据源外，3DEXPERIENCE 生态
系统还可提供一系列功能强大的工具，包括设计探索、参数
分析和多学科工程优化。

使用 3DEXPERIENCE 工具套件可进行多维场景设计。可在
一个看板中创建使用不同数据源和不同参数值的试验，能
够探索许多不同的财务和技术参数。

可以快速解决以下问题：

•	 如果净现值折现率从 10% 增长到 12%，会对设计产生怎
样的影响？

•	 如果在第五年提高卡车运输能力会怎样？

•	 如果以后几年的碳排放量减少 10%，又会怎样？

进行这种分析可以让采矿工程师探索许多不同的场景，否则
他们就没有时间这样做。多维场景设计可以降低项目风险，
提高效率，并获得更高的利润净现值。就项目工作而言，在
某些情况下，我们看到净现值利润增加了20-30%。

项目研究
为了公正地评估 GMX 引擎的有效性，最好将其与功能完备
的商业工具进行比较。现有的许多研究都与 GEOVIA Whittle
进行了比较，主要集中在 Milawa 引擎上。Milawa 是一种广
泛使用的优化器，专门用于优化面板调度（回推/工作台级
问题）。不过，Prober B 是 Whittle 提供的更出色的优化引
擎，是 Simultaneous Optimizer (SIMO) 角色的一部分。该
求解器在面板级进行调度，按矿仓品味进行分块汇总，并提
供比 Milawa 更广泛的优化范围，可并行处理边界品位、矿
堆和配矿问题。

G. Whittle 在 2016 年发表的论文《Advanced SIMO vs 
Milawa and SPCO》[18]可为 Prober B 引擎在 SIMO 中的有
效性提供支持。该论文将 Prober B 与其他 Whittle 调度引
擎进行了比较。在这篇论文中提到了一项研究，研究结果表
明，使用 Prober B 的净现值提高了 41.4%，而使用 Milawa 
和SPCO 的净现值则只提高了 28.4%。

我们对GMX解决方案引擎与 Prober B (SIMO) 在金银矿项
目研究中的结果进行了比较。该矿场由两个矿井组成，共有 
24,331 个矿仓，开采期超过 11 年。我们提供了一个三阶
段案例和一个七阶段案例，它们分别由 49 个和 119 个面板
组成。对于七阶段案例，还探讨了堆场问题。

在这些案例中，GMX 可以使用原有的矿仓数量，而 Prober B 
则需要进一步对矿仓进行汇总，以避免更长的运行时间。此
外，Prober B 还需要配置一些参数才能获得最佳结果。

在这三个案例中，与使用 Prober B 相比，经验丰富的用户
使用 GMX 可实现 3.1% 至 15.7% 的净现值提升。

另外，从这些案例的测试结果和另外 20 个项目研究的研究
结果中，我们还发现 GMX 的运行速度平均比 Prober B 快 
22 倍。这种运行速度可允许工程团队在制定战略矿业规划
时考虑多种不同的场景。
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结论
在这篇论文中，我们对BZ算法及其加速方法进行了通俗
易懂的介绍。这项工作是在新的GMX解决方案引擎中实
现的，该引擎由 3DEXPERIENCE 平台上的 GEOVIA Pit 
Optimizer 和 GEOVIA Strategic Mine Planner 角色提供独
家支持。

我们对 GMX 和商业 LP 解决方案软件包的运行时间进行了
比较，结果表明 GMX 在处理文献问题 KD 时要快 1,811 
倍。此外，我们还展示了九个文献 Minelib 问题 [7] 的快速
运行时间，在每种场景下都生成了最佳/接近最佳的解决方
案。最后，我们比较了GMX 和 Prober B (Whittle) 的解决
方案，客户研究案例使用 GMX 实现了 3.1% 至 15.7% 的
净现值提升，同时还获得了解决方案运行时间上的优势。
综上所述，与使用商业软件包表述和求解 MILP 以及直接应
用启发式方法相比，这些结果证明了新的 GMX 解决方案引
擎的强大功能和优势。

BZ 算法是解决矿业规划问题的一个重要里程碑。然而，我
们的研究工作在这里还远没有结束。回顾一下，BZ 算法并
不解决矿业规划问题，而是可提供一种高效的方法来解决
该问题的线性规划（LP）公式。为了进一步推进我们的工
作，我们希望将 BZ 算法作为一个高效的子程序，用于解决
难度更大的 MILP 问题。

正如我们的 KD 测试问题的试验结果所表明的那样，随着问
题规模的增大，使用标准 Simplex 或 Barrier 方法来解决矿
业规划程序会成为一个巨大的瓶颈。因此，我们未来的工
作并不是在预处理步骤中使用 BZ 算法来解决小型的 MILP 
问题，而是研究一种定制的 MILP 解决方法，将使用 BZ 算
法作为 MILP 解决方法的核心。此外，使用并行化将显著缩
短大型复杂问题的最佳/近似最佳解决方案的生成时间，这
正是采矿工程师所希望的。
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